КАЗАХСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ. АЛЬ-ФАРАБИ

Механико-математический факультет

Кафедра математики
МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ К СРСП И СРС
по дисциплине
Комплексный анализ
Весенний семестр 2023-2024 уч. год

образовательная программа «6В05402 Математика»

Алматы, 2024
Задания и методические указания к СРСП
Модуль 1. Элементарные функции комплексной переменной

1 неделя (3 часа)

Тема  Комплексные числа и операции над ними. Геометрические образы на комплексной плоскости.

Цель занятия Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 1 неделя). Закрепление практических навыков при выполнении арифметических операций над комплексными числами и их геометрической интерпретацией.

Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 1–9 неч. ч/з 1, №№ 23 – 39 неч. ч/з 1, согласно лит. 4.

· Разбор ошибок и анализ решений.

Вопросы

· Сложение, вычитание, умножение и деление комплексных чисел в алгебраической форме.

· Тригонометрическая форма комплексного числа (модуль, аргумент).

· Геометрическая интерпретация комплексного числа.

· Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме.

· Возведение в степень и извлечение корня из комплексного числа. Первообразные корни.

· Геометрическая интерпретация операции извлечения корня.

Задания. Лит.4: №№ 1 – 9 неч. ч/з 1, №№ 23 – 39 неч. ч/з 1 

Методические рекомендации:

1. Разбор теоретического материала (лекции, 1 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторные занятия, 1 неделя.

3. При решении задач на возведение в степень комплексного числа следует:

· найти модуль и аргумент (главное значение);

· записать число в тригонометрической форме;

· возвести модуль в требуемую степень, а аргумент умножить на показатель степени.

Задача 1. Найти 
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Решение. 
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4. При решении задач на основе тригонометрической интерпретации следует знать, что:

· геометрически комплексное число изображается точкой на комплексной плоскости 
[image: image8.wmf])
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 или вектором, направленным в точку, изображающую комплексное число;

· геометрически линейные операции над комплексными числами есть соответствующие операции над векторами, их изображающими;

· модуль комплексного числа есть длина радиус-вектора, изображающего это число.

Задача 2. Выяснить геометрический смысл указанного соотношения:
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Решение1. На основании геометрической интерпретации: комплексное число это есть все точки z, сумма расстояний которых до двух данных фиксированных точек 
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 есть величина постоянная, равная 5. Это есть определение эллипса с фокусами в точках  
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тогда имеем 
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Решение 2 (аналитическое).
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 – каноническое уравнение эллипса.

Литература:  Лит.1: гл.1, § 1, стр. 12-17.

Лит.4: №№ 1 – 9 неч. ч/з 1, №№ 23 – 39 неч. ч/з 1.

2 неделя (3 часа)

Тема  Последовательности комплексных чисел, их предел. Свойства сходящихся последовательностей. Функции комплексной переменной. Предел функции комплексной переменной в точке. Непрерывность и свойства непрерывных функций. Понятие об элементарных функциях комплексной переменной.

Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 2 неделя). Овладение практическими навыками при работе с комплекснозначными функциями действительной и комплексной переменных.

Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 109 – 123 неч. согласно лит. 4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 1 неделю.

Вопросы

· Предел последовательности комплексных чисел и его единственность.

· Свойства сходящихся последовательностей (ограниченность, арифметические операции).

· Теорема Больцано-Вейерштрасса.

· Понятие функции комплексной переменной.

· Функция комплексной переменной как отображение множеств.

· Предел функции комплексной переменной и его единственность.

· Свойства функций, имеющих предел в точке (ограниченность, арифметические операции).

· Понятие непрерывности функции в точке и на множестве.

· Свойства непрерывных функций (арифметические операции и суперпозиция).

· Элементарные функции 
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Задания. Лит.4: №№ 109 – 123 неч.

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции и СРСП, 2 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям, приведенным ниже.

3. При решении задач по этой теме следует знать, что

· областью определения функции комплексной переменной является множество точек на декартовой плоскости;

· функция комплексной переменной есть фактически две действительные функции двух действительных переменных;

· функция комплексной переменной осуществляет отображение множества из 
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Задача 1. Определить линию , заданную уравнением 
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Решение. 
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Данная линия есть четверть окружности с центром в точке 
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 радиуса 1, лежащая в первом квандранте.

Задача 2. Для отображения 
[image: image28.wmf]z

1

z

W

+

=

 найти образ окружности 
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Решение. 
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Полученное уравнение является каноническим уравнением эллипса.
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Образом при 
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Литература:  Лит.1: гл.1, § 3, стр. 23-27; гл.3, § 1, стр. 79-83

Лит.4: №№ 109 – 123 неч.

Модуль 2. Дифференцирование и интегрирование функции комплексной переменной 
3 неделя (3 часа)

Тема  Элементарные функции комплексной переменной и их свойства.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 2 неделя). Введение основных элементарных функций комплексной переменной и овладение практическими навыками при работе с ними.

Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 58 – 81 неч. ч/з 1 согласно лит.4. 

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 2 неделю.

Вопросы

· Элементарные функции 
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· Формула Эйлера.

· Свойства элементарных функций 
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· Обратные элементарные функции 
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· Элементарная функция 
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 и ее свойства.

Задания. Лит.4: №№ 58 – 81 неч. ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. При работе с элементарными функциями комплексной переменной следует знать, что

· 
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2. Обратные элементарные функции комплексной переменной можно получить как с помощью рядов, так и на основе определения обратной функции, При этом

· 
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Задача 1. Исходя из определения функций, доказать
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Решение.
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[image: image51.wmf]z
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Задача 2. Пользуясь определением обратной функции, найти 
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Решение. 
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Задача 3. Найти все значения 
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Решение.  Воспользуемся определением 
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Известно, что
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Следовательно,
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Литература:  Лит.1: гл.3, § 1, стр. 79-83

Лит.4: №№ 58 – 81 неч. ч/з 1.

4 неделя (3 часа)

Тема   Связь между аналитическими и гармоническими функциями. Восстановление аналитической функции по ее действительной или мнимой части.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 3 и 4 недели). Закрепление практических навыков при построении аналитической функции по ее действительной или мнимой части.

 Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 155 – 169 неч. согласно лит. 4. 

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 3 неделю.

Вопросы

· Действительная и мнимая части аналитической в области G функции как гармоническии функции двух действительных переменных в области G.

· Условия Коши-Римана как основа для восстановления аналитической функции по ее действительной или мнимой части.

· Построение мнимой части аналитической функции в области G по ее действительной (или наоборот) с помощью криволинейного интеграла второго рода.

Задания. Лит.4: №№ 155 – 169 неч.  

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 3 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 3 неделя.

3. Для восстановления аналитической функции 
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 по ее действительной или мнимой части следует:

· проверить является ли заданная функция 
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· если да, то записать полный дифференциал восстанавливаемой мнимой части функции 
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· для получения выражения выполняются условия независимости криволинейного интеграла от пути интегрирования и поэтому 
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), который берется по любой кривой, лежащей в области G, соединяющей точку 
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 (чаще всего по ломаной, отрезки которой параллельны координатным осям);

· построить функцию  
[image: image75.wmf])
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Задача 1. Пусть  
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Решение. Функция 
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 является сложной (суперпозицией). По правилу дифференцирования сложной функции:
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Тогда
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Точно также
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Так как 
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[image: image91.wmf]b
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Таким образом, 
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 – гармоническая, если она линейна.

Задача 2. Найти аналитическую функцию 
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[image: image94.wmf]0

y

x

,

y

x

y

y

x

5

y

x

)

y

,

x

(

U

2

2

2

2

2

2

¹

+

+

-

+

+

-

=

.

Решение. Если 
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Полный дифференциал функции 
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Функция 
[image: image100.wmf])

y

,

x

(

V

 восстанавливается по своему дифференциалу с помощью криволинейного интеграла второго рода, не зависящего от кривой интегрирования, соединяющей фиксированную точку 
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Найдем теперь аналитическую функцию
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Литература:  Лит.1: гл.1, § 3, стр. 30-34

 Лит.4: №№ 155 – 169 неч.

5 неделя (3 часа)

Тема   Функции комплексной переменной. Дифференцирование. Аналитичность.
Цель занятия  Проверка и контроль качества усвоения материала за 1 – 4 недели по всем видам занятий.

 Форма проведения

· Коллоквиум по теоретической части (лекции, 1 – 4 недели) в диалоговом режиме, либо в виде устного или письменного ответа на теоретический вопрос из перечня контрольных вопросов по темам 1 – 4 с последующим анализом результата.

· Контрольная работа по решению задач соответственно темам 1 – 4 недели с анализом результата.

· Прием домашних заданий СРС за 4 неделю.

Вопросы соответствуют перечню контрольных вопросов по темам 1 – 4.
Литература соответствует темам 1 – 4 недель.

6 неделя (3 часа)

Тема   Интеграл от функции комплексной переменной, его существование, вычисление и свойства. Интегральная теорема Коши и ее следствия. Интеграл типа Коши и его свойства.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 5-6 недели). Закрепление практических навыков вычисления интеграла от функции комплексной переменной по кривой и применения интегральных теоремы и формулы Коши к нахождению интегралов по замкнутым контурам.

 Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 387 – 401 неч., ч/з 1, №№ 403 – 419 неч., ч/з 1, согласно лит. 4..  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 5 неделю.

Вопросы

· Условия существования интеграла от функции комплексной переменной по кривой.

· Вычисление интеграла от функции комплексной переменной по кривой с помощью криволинейных интегралов второго рода.

· Интегральная теорема Коши.

· Интеграл типа Коши и его свойства.

· Интегральная формула Коши восстановления аналитической функции во внутренних точках области по ее граничным значениям.

Задания.  Лит. 4: №№ 387 – 401 неч. ч/з 1, №№ 403 – 419 неч. ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекций, 5-6 недели) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 5-6 недели.

3. При интегрировании функции комплексной переменной 
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 по кривой 
[image: image106.wmf]L

 следует:

· проверить условия гладкости или кусочно-гладкости кривой 
[image: image107.wmf]L

, записав ее аналитическое представление в параметрическом виде или явном виде;

· выделить действительную 
[image: image108.wmf])
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 части функции 
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· интеграл от 
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 записать в виде четырех криволинейных интегралов второго рода по кривой 
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: 
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 и найти их по правилу вычисления криволинейных интегралов второго рода;

· в некоторых случаях аналитическое представление кривой 
[image: image114.wmf]L

 возможно в комплексной форме, тогда можно избежать перехода к криволинейным интегралам, а сразу перейти к определенному интегралу по параметру кривой 
[image: image115.wmf]L

;

· в случае, если подинтегральная функция является многозначной, то в условии задачи оговаривается выбор одной из ветвей функции.

4. При вычислении интегралов от функции комплексной переменной по замкнутым контурам следует:

· проверить аналитичность подинтегральной функции внутри контура;

· если она аналитична, то значение интеграла равно нулю;

· если же функция имеет внутри контура изолированные особые точки, то вводятся любые замкнутые контуры, содержащие внутри себя лишь одну особую точку, и искомое значение интеграла равно сумме интегралов по каждому из введенных контуров.

5. Если 
[image: image116.wmf])

z

(

f

 – аналитична внутри контура С, а точка 
[image: image117.wmf]0

z

 лежит внутри контура С, то
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· согласно интегральной формуле Коши 
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Задача 1. Вычислить  
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Решение.
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Для выделения ветви многозначной функции 
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2. Пусть 
[image: image129.wmf]1

n

=

. Тогда


[image: image130.wmf]2

2

0

2

2

0

i

i

1

z

2

2

d

e

i

e

i

dz

z

z

Ln

p

-

=

j

-

=

j

×

j

=

p

p

j

j

=

ò

ò

.

Литература:  Лит.1: гл.1, § 5, стр. 38-46; гл.1, § 6, стр. 47-51, 53-56

 Лит. 4: №№ 387 – 401 неч., ч/з 1, №№ 403 – 419 неч., ч/з 1.
Модуль 3. Комплексные функциональные ряды. Степенные ряды 

7 неделя (3 часа)

Тема   Комплексные числовые ряды. Сходимость. Абсолютная сходимость. Функциональные ряды от функции комплексной переменной.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по теме (лит.1: гл.2, § 1, стр. 57-64). Проверка и контроль качества усвоения материала за 5 –6 недели по всем видам занятий.

Форма проведения

· Коллоквиум по теоретической части (лекции, 5 – 6 недели) в диалоговом режиме, либо в виде устного или письменного ответа на теоретический вопрос из перечня контрольных вопросов по темам 5– 6 с последующим анализом результата.

· Контрольная работа по решению задач соответственно темам 5 – 6 недели с анализом результата.

· Прием домашних заданий СРС за 6 неделю.

Вопросы соответствуют перечню контрольных вопросов по темам 5 –6.
Литература соответствует темам 5 – 6 недель.

8 неделя (3 часа)

Тема   Степенные комплексные ряды. Теорема Тейлора о разложимости аналитической функции в степенной ряд.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 7-8 недели). Закрепление практических навыков по разложению аналитических функций в степенные ряды Тейлора.

 Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 453 – 473 неч., ч/з 1, согласно лит. 4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 7 неделю.

Вопросы

· Теорема Тейлора о разложимости аналитической в круге функции в степенной ряд.

· Коэффициенты степенного ряда, связь с интегральной формулой Коши.

· Единственность разложения. 

Задания.  Лит. 4: №№ 453 – 473 неч., ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 7-8 недели) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 7-8 недели.

3. При разложении аналитической функции в степенной ряд следует знать, что:

· любая аналитическая в круге 
[image: image131.wmf]R
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 разложима в этом круге в сходящийся ряд 
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· коэффициенты степенного ряда определяются через функцию 
[image: image134.wmf])
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[image: image136.wmf]0
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 – центр круга сходимости, а 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции  
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 и содержащий точку 
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 внутри себя.

4. Известны стандартные разложения некоторых функций в степенные ряды Тейлора по степеням 
[image: image140.wmf]z

, то есть в окрестности точки 
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5. Внутри своего круга сходимости степенной ряд можно дифференцировать и интегрировать почленно, причем область сходимости вновь полученного ряда остается прежней.

Задача 1. Разложить в степенной ряд функцию 
[image: image148.wmf])
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 и указать область сходимости.

Решение. Воспользуемся свойствами степенных рядов.

Рассмотрим 
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Воспользовавшись известным разложением 
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имеем:
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Почленно интегрируя полученный степенной ряд по z от 0 до z, имеем
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так как радиус сходимости при почленном интегрировании не меняется.

Литература:  Лит.1: гл.2, § 2, стр. 66-73; гл.2, § 3, стр.74-77

 Лит.4:  №№ 453 – 473 неч. ч/з 1.

9 неделя (3 часа)

Тема   Ряд Лорана и его область сходимости. Разложение аналитической функции в ряд Лорана. Классификация изолированных особых точек однозначной аналитической функции.
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 9 неделя). Закрепление практических навыков по разложению аналитических функций в степенные ряды Лорана и классификация особых точек однозначной аналитической функции.

 Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 543 – 557 неч. ч/з 1, согласно лит. 4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 8 неделю.

Вопросы

· Ряд Лорана и область его сходимости. Правильная и главная части разложения ряда Лорана.

· Теорема о разложимости аналитической в круговом кольце функции в степенной ряд Лорана. Единственность разложения. 

· Как найти коэффициенты ряда Лорана?

· Какие особые точки называются устранимыми, полюсами и существенно особыми?

· Чем определяется кратность полюса?

· Как классифицируется изолированная бесконечно удаленная особая точка?

Задания.  Лит.4: №№ 543 – 557 неч. ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 9 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 9 неделя.

3. При разложении аналитической функции в степенной ряд Лорана следует знать, что:

· любая аналитическая в круговом кольце 
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 разложима в этом кольце в сходящийся к ней степенной ряд Лорана 
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· коэффициенты ряда определяются через функцию 
[image: image156.wmf])
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, где 
[image: image158.wmf]0

z

 – центр кольца, а 
[image: image159.wmf]G

 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции и содержащий точку 
[image: image160.wmf]0
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 внутри себя;

· если внутренний радиус кольца 
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 – конечное число, то имеем разложение в окрестности точки 
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· если внутренний радиус кольца 
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 – конечен, а внешний 
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· если внутренний радиус кольца 
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4. При разложении функции в ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки следует знать, что:

· функция должна быть аналитична вне круга некоторого конечного радиуса с центром в начале координат 
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· разложение имеет вид 
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[image: image173.wmf]G

 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
[image: image174.wmf])
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, проходимый в отрицательном направлении.

5. Известны стандартные разложения некоторых аналитических функций в степенные ряды Тейлора по степеням 
[image: image175.wmf]z

, а также радиусы сходимости таких рядов:
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Задача 1. Разложить функцию
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в кольце 
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Решение. Разложив данную правильную дробно-линейную функцию в сумму простейших дробей:
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методом неопределенных коэффициентов получим 
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Каждое слагаемое разлагаем в ряд Лорана  по степеням z, используя разложение
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(сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии) так, чтобы для z выполнялось: 
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Таким образом,
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Задача 2. Разложить функцию 
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Решение. 
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Применяя разложения функций 
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Литература:  Лит.1: гл.4, § 1, стр. 111-115

 Лит.4:  №№ 543 – 557 неч., ч/з 1.

10 неделя (3 часа)

Тема   Поведение аналитической функции в окрестности изолированной особой точки и в окрестности бесконечно удаленной точки. 
Цель занятия  Научиться на конкретных функциях определять тип изолированной особой точки, включая бесконечно удаленную, и исследовать поведение функций в окрестностях этих точек.
 Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 565 – 599 неч., ч/з 1, согласно лит. 4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 9 неделю.

Вопросы

· Классификация изолированных особых точек, включая бесконечно удаленную, аналитической функции по виду разложения этой функции в ряд Лорана в окрестности этой точки.

· Устранимая особая точка и поведение функции в ее окрестности (ограниченность).

· Полюс и его порядок. Поведение аналитической функции в окрестности своего полюса (неограниченное возрастание модуля).

· Существенно особая точка и поведение функции в ее окрестности. Теорема Сохоцкого-Вейерштрасса. 

Задания.  Лит.4: №№ 565 – 599 неч., ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала лекции, 10 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 10 неделя.

3. При определении типа изолированной особой точки 
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· в окрестности устранимой и только устранимой особой точки функция ограничена;

· если в разложении в ряд Лорана функции 
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· в окрестности полюса и только полюса функция неограниченно возрастает по модулю;

· если в разложении в ряд Лорана функции 
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· в окрестности существенно особой точки и только этой точки функция ведет себя неопределенным образом.

4. Чтобы избежать разложения функции в ряд Лорана в окрестности изолированной особой точки для ее классификации можно руководствоваться следующим:
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· изолированная особая точка 
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· для существенно особой точки и только для нее не существует ни конечного, ни бесконечного 
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Задача 1. Найти особые точки функции 
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Решение. Особых точек, кроме 
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Поскольку в разложении бесконечно много положительных степеней 
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Задача 2. Найти особые точки функции 
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Решение. Нули знаменателя 
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Задача 3. Найти особые точки функции 
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Решение. 
[image: image266.wmf]z

1

sin

z

1

cos

z

1

ctg

)

z

(

f

=

=

. Нули знаменателя: 
[image: image267.wmf]p

=

Þ

p

=

Þ

=

k

1

z

k

z

1

0

z

1

sin

k

 
[image: image268.wmf])

,

2

,

1

k

(

K

±

±

=

 – полюсы первого порядка.

Так как 
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Литература:  Лит.1: гл.4, § 2, стр. 116-121

 Лит.4:  №№ 565 – 599 неч. ч/з 1.

Модуль 4. Вычеты и их применения 

11 неделя (3 часа)

Тема   Степенные ряды Тейлора и Лорана. Классификация изолированных особых точек аналитической функции.
Цель занятия  Проверка и контроль качества усвоения материала за 7 – 10 недели по всем видам занятий.

Форма проведения

· Коллоквиум по теоретической части (лекции, 7 – 10 недели) в диалоговом режиме, либо в виде устного или письменного ответа на теоретический вопрос из перечня контрольных вопросов по темам 7 – 10 с последующим анализом результата.

· Контрольная работа по решению задач соответственно темам 8 – 10 недели с анализом результата.

· Прием домашних заданий СРС за 10 неделю.

Вопросы соответствуют перечню контрольных вопросов по темам 7 – 10.
Литература соответствует темам 8 – 10 недель.

12 неделя (3 часа)

Тема   Вычет аналитической функции относительно изолированной особой точки и бесконечно удаленной точки и его применения. 
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 11-12 недели). Закрепление практических навыков нахождения вычетов аналитической функции в изолированной особой точке и применение теории вычетов к вычислению интегралов по кривой от функции комплексной переменной.
Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 621 – 669 неч., ч/з 1, согласно лит.4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 11 неделю.

Вопросы

· Вычет аналитической функции в изолированной особой точке.

· Вычет как коэффициент при первой отрицательной степени в разложении в ряд Лорана функции в окрестности изолированной особой точки.

· Вычисление вычетов для полюса.

· Вычет аналитической функции в изолированной особой бесконечно удаленной точке.

· Вычет относительно бесконечно удаленной точки как коэффициент при первой отрицательной степени, взятый со знаком минус, в разложении в ряд Лорана функции в окрестности изолированной бесконечно удаленной точки.

· Основные теоремы о вычетах.

Задания  Лит.4: №№ 621 – 669 неч. ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 11 – 12 недели) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 11 – 12  недели.

3. При нахождении вычетов следует знать, что:

· вычет функции 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
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· если точка 
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· если точка 
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· если 
[image: image290.wmf])

z

(

)

z

(

)

z

(

f

y

j

=

, где 
[image: image291.wmf]0

)

z

(

,

0

)

z

(

,

0

)

z

(

0

0

0

¹

y

¢

=

y

¹

j

, то есть 
[image: image292.wmf]0

z

 – полюс первого порядка для 
[image: image293.wmf])

z

(

f

, то 
[image: image294.wmf])

z

(

)

z

(

)

z

(

f

rez

0

0

z

0

y

¢

j

=

;

· для устранимой особой точки вычет всегда равен нулю.

4. При нахождении вычета относительно бесконечно удаленной точки следует знать, что:

· вычет функции 
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 – любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности функции 
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· если разложить функцию 
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· для устранимой особой бесконечно удаленной точки вычет не всегда равен нулю. 

· Иногда бывает удобно для нахождения вычетов воспользоваться основными теоремами о вычетах:

· если 
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Задача 1. Найти вычет каждой из ветвей функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image314.wmf]относительно точки 
[image: image315.wmf]¥

=

z

.

Решение. Разложим данную функцию, используя стандартное разложение
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в ряд Лорана в окрестности точки  
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Ответ: 
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Задача 2.  Разложение функции в окрестности бесконечно удаленной точки имеет вид:
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Решение. 
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Для функции 
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 коэффициент при первой отрицательной степени z равен 
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Литература:  Лит.1: гл.5, § 1, стр. 123-128

 Лит.4:  №№ 621 – 669 неч. ч/з 1.

13 неделя (3 часа)

Тема   Применение теории вычетов к вычислению собственных и несобственных интегралов. Леммы Жордана. 
Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 13 неделя). Закрепление практических навыков при вычислении определенных и несобственных интегралов с помощью вычетов.
Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 673 – 693 неч. ч/з 1, согласно лит.4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 12 неделю.

Вопросы

· Вычисление определенных интегралов вида 
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· Вычисление несобственных интегралов вида 
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· Лемма Жордана.

· Вычисление несобственных интегралов видов 
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Задания  Лит.4: №№ 673 – 693 неч. ч/з 1. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 13 неделя) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 13  неделя.

3. При вычислении некоторых определенных и несобственных интегралов руководствоваться следующим:

· для вычисления определенных интегралов вида 
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· несобственный интеграл вида 
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· несобственный интеграл вида 
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 – все особые точки функции 
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· если выполнены условия предыдущего пункта и функция  
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Задача 1.  Пользуясь леммой Жордана, вычислить 
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Решение. Прежде всего,
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Аналитическим продолжением подинтегральной функции является функция комплексной переменной 
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Рассмотрим замкнутый контур 
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 – верхняя  полуокружность радиуса R. Тогда согласно основной теореме о вычетах:
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Далее, на полуокружности
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тогда по лемме Жордана:
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Функция 
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 имеет две особые точки (нули знаменателя) 
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, которые являются ее простыми полюсами. Из них, лишь одна  
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 лежит в верхней полуплоскости. При этом
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Переходя к пределу при 
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 и подставляя найденное значение вычета в равенство (1), имеем
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Ответ: 
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Литература:  Лит.1: гл.5, § 2, стр. 129-138

 Лит.4: №№ 673 – 693 неч. ч/з 1.

14 неделя (3 часа)

Тема   Теория вычетов и ее применения.
Цель занятия  Проверка и контроль качества усвоения материала за 11 – 13 недели по всем видам занятий.

Форма проведения

· Коллоквиум по теоретической части (лекции, 11 – 13 недели) в диалоговом режиме, либо в виде устного или письменного ответа на теоретический вопрос из перечня контрольных вопросов по темам 11 – 13 с последующим анализом результата.

· Контрольная работа по решению задач соответственно темам 11 – 13 недели с анализом результата.

· Прием домашних заданий СРС за 13 неделю.

Вопросы соответствуют перечню контрольных вопросов по темам 11 – 13.
Литература соответствует темам 11 – 13 недель.

15 неделя (3 часа)

Тема   Конформные отображения. Линейные и дробно-линейные функции.

Цель занятия  Консультация, расширение и усвоение знаний теоретического материала по данной теме (лекции, 14-15 недели). Закрепление практических навыков по построению линейных и дробно-линейных преобразований, осуществляющих конформное отображение геометрических объектов.
Форма проведения

· Диалоговый режим по теоретическому материалу с объяснением неусвоенных моментов.

· Тренинг по решению задач №№ 193 – 209 неч., согласно лит. 4.  

· Разбор ошибок и анализ решений.

· Прием домашних заданий СРС за 14 неделю.

Вопросы

· Конформность линейного преобразования.

· Преобразование параллельного переноса.

· Преобразование поворота вокруг начала координат.

· Преобразование подобия.

· Линейное преобразование как последовательное выполнение преобразований поворота, подобия и параллельного переноса.

· Дробно-линейное преобразование как пример конформного отображения.

· Круговое свойство и свойство симметрии дробно-линейного преобразования.

· Преобразование инверсии.

· Дробно-линейное преобразование как комбинация инверсии, зеркального отображения и линейных преобразований.

Задания  Лит.4: №№ 193 – 209 неч. 

Методические рекомендации:
1. Разбор теоретического материала (лекции, 14 – 15 недели) с ответами на вышепоставленные вопросы.

2. Решение задач из вышеприведенного перечня согласно методическим рекомендациям лабораторных занятий, 14 – 15 недели.

3. При конформном отображении геометрических объектов комплексной плоскости 
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 с помощью линейного преобразования 
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 следует знать, что:

· линейное преобразование есть последовательное выполнение преобразований поворота, подобия и параллельного переноса;

· при этом, если 
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 выполняет 1) поворот на угол 
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 около начала координат, 2) преобразование подобия с центром в начале координат и коэффициентом подобия 
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, 3) параллельный перенос с помощью вектора сдвига, соответствующего комплексному числу b.

4. При конформном отображении геометрических объектов комплексной плоскости 
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 с помощью дробно-линейного преобразования 
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 следует знать, что:

· дробно-линейное преобразование обладает круговым свойством и свойством симметрии;

· дробно-линейное преобразование есть комбинация инверсии, зеркального отображения и двух линейных преобразований, при этом функция 
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· дробно-линейная функция зависит от трех параметров, например от отношения чисел 
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 к одному из них 
[image: image401.wmf])

0

(

¹

;

· для ее определения надо задать три условия, обычно задают три пары соответствующих точек 
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, тогда искомое преобразование дается формулой:
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Задача 1. Найти дробно-линейную функцию, переводящую точки 
[image: image404.wmf]i

z

,

z

,

1

z

3

2

1

=

¥

=

-

=

 соответственно в точки 
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Решение.

1 способ. Дробно-линейная функция определяется заданием трех точек и их образов по формуле:
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При этом, если одно из чисел 
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 является бесконечно большим по модулю (
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), то в приведенной формуле разность, в которую входит это число следует заменить на единицу. Таким образом, для нашего случая имеем:
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2 способ. Дробно-линейное преобразование в общем виде:
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б) 
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Таким образом, 
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Тогда
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Ответ: 
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Литература:  Лит. 1: гл.6, § 1,2, стр. 148-171

 Лит.4: №№ 193 – 209 неч.

Литература

Основная литература:

1. Свешников А.Г., Тихонов А.Н., Теория функций комплексной переменной, М., 1974 г.; М.: МГУ, 2004 г.

2. Бицадзе А.В., Основы теории аналитических функций комплексной переменной, М., 1977 г.; М.: Наука, 1984 г., 320 С.

3. Привалов И.И., Введение в теорию функций комплексной переменной, М., 1977 г.; М.: Высшая школа, 1999 г., 432 С.

4. Волковыский Л.И., Лунц Г.А., Араманович И.Т., Сборник задач по теории функций комплексной переменной, М., 1970 г.; М.: Наука, 2006 г., 312 С.

Дополнительная литература:

1. Тер-Крикоров А.М., Шабунин М.И., Курс математического анализа, М.: Физматлит, 2007 г., 665 С.

2. Шабунин М.И., Теория функций комплексного переменного, М.: БИНОМ, 2002 г., 248 С.

3. Шабунин М., Половинкин Е., Карлов М., Сборник задач по теории функций комплексной переменной, М.: БИНОМ, 2006 г., 362 С.

4. Демидович Б.П., Сборник задач и упражнений по математическому анализу, М., «Наука», 1990 г.; М.: МГУ, 1997 г., 624 С.

5. Кангужин Б.Е. Теория функций комплексного переменного. Алматы, КазНУ, 2007 г. 185 С.

6. Тулегенова М.Б., Койлышов У.К. Теория функций комплексного переменного и операционное исчисление. Алматы, Қазақ университеті, 2021 г. 300 С.
7. Tulegenova M.B., Koilyshov U.K. Theory of functions of a complex variable and operational calculus. Almaty, Qazaq University, 2021. 316 P.

Интернет-ресурсы:

https://elib.kaznu.kz/book/8660
Задания и методические указания к СРС
Модуль 1. Элементарные функции комплексной переменной

1 неделя (3 часа)

Тема Комплексные числа и операции над ними. Геометрические образы на комплексной плоскости.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 1-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 2-10 чет., №№ 24-36 чет. согласно лит. 4.

Методические рекомендации соответствуют 1-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература: Лит.1: гл.1, §1, стр. 12-17.

Лит.4: №№ 2-10 чет., №№ 24-38 чет.

2 неделя (3 часа)

Тема  Функции комплексной переменной. Элементарные функции комплексной переменной.

Цель.   Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 2-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 110-122 чет., №№ 58-82 чет. согласно лит. 4.

Методические рекомендации соответствуют 2-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература: Лит.1: гл.1, §3, стр. 23-27; гл.3, §1, стр. 79-83.

Лит.4: №№ 110-122 чет., №№ 58-82 чет. ч/з 1.

Модуль 2. Дифференцирование и интегрирование функции комплексной переменной 
3 неделя (3 часа)

Тема Дифференцирование функций комплексной переменной. Аналитические функции.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 2-ой недели лекций, лабораторных занятий; 3-ей недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 58-82 чет. ч/з 1; № 131 чет., №№ 134-142 чет. согласно лит. 4.

Методические рекомендации соответствуют 2,3 -ей неделям лабораторных занятий и СРСП.

Литература: Лит.1: гл.1, §3, стр. 30-34; гл.3, §1, стр. 79-83.

Лит.4: №№ 58-82 чет. ч/з 1; № 131 чет., №№ 134-142 чет.

4 неделя (3 часа)

Тема  Геометрический смысл производной функции комплексной переменной. Понятие конформного отображения.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 3-ей недели лекций, лабораторных занятий; 4-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 156-170 чет.;  № №187, 188 чет., ,№ 190 согласно лит. 4.

Методические рекомендации соответствуют 3 - 4-ой неделям лабораторных занятий; 4-ой неделе СРСП.

Литература: Лит.1: гл.1, §3, стр. 30-34; гл.1, §4, стр. 34-36.

Лит.4: №№ 156-170 чет., №№ 187, 188 чет., № 190

5 неделя (3 часа)

Тема   Интегрирование функций комплексной переменной. 

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 5-ой недели лекций и лабораторных занятий.

· Решение задач №№ 386-400 чет. согласно лит. 1.

Методические рекомендации соответствуют 5-ой неделе лабораторных занятий.

Литература:  Лит.1: гл.1, §5, стр. 38-41.

Лит.4: №№ 386-400 чет.

6 неделя (3 часа)

Тема   Интегральная теорема и формула Коши.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 6-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 404-420 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 6-ой неделе разделов 5, 7.

Литература:   Лит.1: гл.1, §5, стр. 41-46; гл.1, §6, стр. 47-51, стр. 53-56.

  Лит.4: №№ 404-420 чет.

Модуль 3. Комплексные функциональные ряды. Степенные ряды 

7 неделя (3 часа)

Тема Степенные комплексные ряды. Радиус и круг сходимости. 

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 7-ой недели разделов лекций и лабораторных занятий.

· Решение задач №№ 426-446 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 7-ой неделе лабораторных занятий.

Литература:   Лит.1: гл.2, §1, стр. 57-70.

  Лит.4: №№ 426-446 чет.

8 неделя (3 часа)

Тема Разложение аналитической функции в степенной ряд. Аналитическое продолжение и построение элементарных функций.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 8-ой недели разделов лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 454-472 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 8-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.2, §2, стр. 66-73; гл.2, §3, стр. 74-77.

  Лит 4: №№ 454-472 чет.

9 неделя (3 часа)

Тема  Ряд Лорана. Разложение аналитической функции в ряд Лорана. Классификация изолированных особых точек однозначной аналитической функции.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 9-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 542-558 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 9-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.4, §1, стр. 111-115.

  Лит.4: №№ 542-558 чет.

10 неделя (3 часа)

Тема  Поведение аналитической функции в окрестности изолированной особой точки и в окрестности бесконечно удаленной точки.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 10-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 566-600 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 10-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.4, §2, стр. 116-121.

  Лит.4: №№ 566-600 чет.

Модуль 4. Вычеты и их применения 

11 неделя (3 часа)

Тема  Вычет аналитической функции. Основная теорема о вычетах.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 11-ой недели лекций и лабораторных занятий.

· Решение задач №№ 622-654 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 11-ой неделе лабораторных занятий.

Литература:   Лит.1: гл.5, §1, стр. 123-128.

  Лит.4: №№ 622-654 чет.

12 неделя (3 часа)

Тема  Вычет аналитической функции относительно бесконечно удаленной точки. Применение теории вычетов к вычислению интегралов.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 12-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 656-670 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 12-ой недели лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.5, §1, стр. 123-128.

  Лит.4: №№ 656-670 чет.

13 неделя (3 часа)

Тема Применение теории вычетов к вычислению собственных и несобственных интегралов. 

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 13-ой недели лекций, лабораторных занятий и СРСП.

· Решение задач №№ 672-692 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 13-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.5, §2, стр. 129-138.

  Лит.4: №№ 672-692 чет.

14 неделя (3 часа)

Тема Логарифмический вычет. Конформные отображения.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 14-ой недели лекций и лабораторных занятий.

· Решение задач №№ 194-200 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 14-ой неделе лабораторных занятий.

Литература:   Лит.1: гл.5, §2, стр. 128-138; гл. 6, §1, стр. 148-160.

  Лит.4: №№ 194-200 чет.

15 неделя (3 часа)

Тема  Конформные отображения. Теорема Римана и принцип взаимно однозначного соответствия границ.

Цель.  Закрепление теоретического материала по данной теме и самостоятельное решение задач, ниже перечисленных.

Задание.
· Ответы на вопросы 15-ой недели лекций и лабораторных занятий.

· Решение задач №№ 202-212 чет. согласно лит.4.

Методические рекомендации соответствуют 15-ой неделе лабораторных занятий и СРСП.

Литература:   Лит.1: гл.6, §1, 2, стр. 148-171.

  Лит.4: №№ 202-212 чет.

Литература

Основная литература:

5. Свешников А.Г., Тихонов А.Н., Теория функций комплексной переменной, М., 1974 г.; М.: МГУ, 2004 г.

6. Бицадзе А.В., Основы теории аналитических функций комплексной переменной, М., 1977 г.; М.: Наука, 1984 г., 320 С.

7. Привалов И.И., Введение в теорию функций комплексной переменной, М., 1977 г.; М.: Высшая школа, 1999 г., 432 С.

8. Волковыский Л.И., Лунц Г.А., Араманович И.Т., Сборник задач по теории функций комплексной переменной, М., 1970 г.; М.: Наука, 2006 г., 312 С.

Дополнительная литература:

8. Тер-Крикоров А.М., Шабунин М.И., Курс математического анализа, М.: Физматлит, 2007 г., 665 С.

9. Шабунин М.И., Теория функций комплексного переменного, М.: БИНОМ, 2002 г., 248 С.

10. Шабунин М., Половинкин Е., Карлов М., Сборник задач по теории функций комплексной переменной, М.: БИНОМ, 2006 г., 362 С.

11. Демидович Б.П., Сборник задач и упражнений по математическому анализу, М., «Наука», 1990 г.; М.: МГУ, 1997 г., 624 С.

12. Кангужин Б.Е. Теория функций комплексного переменного. Алматы, КазНУ, 2007 г. 185 С.

13. Тулегенова М.Б., Койлышов У.К. Теория функций комплексного переменного и операционное исчисление. Алматы, Қазақ университеті, 2021 г. 300 С.
14. Tulegenova M.B., Koilyshov U.K. Theory of functions of a complex variable and operational calculus. Almaty, Qazaq University, 2021. 316 P.

Интернет-ресурсы:

https://elib.kaznu.kz/book/8660
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